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Introduccioén

El presente taller tiene como objetivo presentar una seleccion muy condensada de
métodos utilizados para resolver una variedad de problemas matematicos. En este caso estan
orientados a la resolucién de problemas clasicos en Ingenieria Quimica. Aunque existen muchos
mas métodos de los aqui presentados, esta seleccion hecha es simple pero al mismo tiempo
amplia con el fin de poder cubrir la mayoria de tipos de problemas que pueden encontraste en
Ingenieria Quimica.

Cada uno de los temas que se desarrollan aqui incluye una breve descripcion teorica del
método y un ejemplo practico resuelto utilizando una Hoja de Célculo. No se pretende en este
corto taller de 10 horas académicas de duracion que el estudiante aprenda los detalles de
programacion de los métodos mediante rutinas y funciones en un lenguaje de programacion;
simplemente se le suministran las herramientas mas basicas para poder resolver de forma efectiva
un problema medianamente complejo en Ingenieria Quimica.

Junto con esta guia se suministran los archivos respectivos de cada uno de los ejemplos

resueltos aqui.
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Sistemas de Ecuaciones Lineales

Los sistemas de ecuaciones lineales son grupos de ecuaciones que relacionan varias
variables de forma lineal. Tienen muchisimas aplicaciones en todos los campos de ingenieria e
incluso, muchos de los métodos numéricos mas complejos requieren de la resolucion de un
sistema de este tipo en algin punto, por lo tanto es muy importante poder resolverlos de forma
correcta y eficiente.

Recordando la nomenclatura asociada a estos problemas:

a1 + Xy + X, =Dy Qq 8 - Gy X by

81X + 89Xy ++or 8y Xy =y |31 82 v 8o | 1 %o | b,

An X tapp Xy +oo -+ X, = bn 8y @y 0 Xn bn
[ —

A X b

Existe una variedad de métodos disponibles para resolver sistemas lineales y se clasifican
en dos familias, los métodos directos y los iterativos. Los primeros comprenden a la
triangularizacién de Gauss, reduccion de Gauss—Jordan y descomposicion LU entre otros.
Aunque son métodos que garantizan una solucion (si la matriz es no singular), se vuelven
pesados y engorrosos para sistemas muy grandes, especialmente aquellos en los que la matriz A
tiene una gran cantidad de ceros.

Por esta razon, se desarrolld la segunda familia de métodos, conformados por los métodos
de Jacobi y Gauss—Seidel, de los cuales solo se tratara el ultimo por ser el mas rapido.

Método Iterativo de Gauss—Seidel

Este método es muy simple, consiste en recalcular de forma iterativa las soluciones de las
variables x; a partir de un valor inicial estimado usando las ecuaciones del sistema dado. La
caracteristica mas importante es que utiliza siempre la informacién mas reciente de las Ultimas
soluciones calculadas, esto es lo que le da la velocidad al método. El procedimiento es muy

simple y se resume a continuacion:
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Procedimiento Método de Gauss—Seidel:
1. Escribir el sistema de ecuaciones de forma ordenada, asegurandose de que la matriz A sea
Diagonalmente Dominante.
2. Despejar una variable de cada ecuacion. Debe hacerse en orden, es decir, x; de la primera, x,
de la segunda y asi sucesivamente, hasta llegar a x,, de la tltima.
1
X FapX, +tapX, = = X :a'[bl_(aﬂxz +eoF @ Xy )]
1

22

1
an1x1+an2x2+---+annxn:bn = Xn:a '|:bn_(anlxn+"'+annflxnfl):|
nn

3. Suponer valores iniciales para x; hasta x,. Pueden usarse valores arbitrarios que tengan
sentido fisico para el problema (p.ej. las distancias y temperaturas absolutas son ndmeros
positivos siempre). También podrian estimarse unos valores iniciales con la formula:

Donde el superindice (0) indica

xi(o):E Viel...,n L -
Iteracion 0 6 Valor Inicial

i

4. Calcular el nuevo valor de x®; usando la primera ecuacién despejada, sustituyendo los
valores conocidos de x©; hasta x©, (iniciales en la primera iteracion).

5. Calcular el nuevo valor de x®, usando la segunda ecuacién despejada, sustituyendo el valor
nuevo de x; (recién calculado arriba) y los valores conocidos de x5 hasta x%,,.

6. Calcular el nuevo valor de x5 usando la tercera ecuacién despejada, sustituyendo los valores
nuevos de x®; y x, y los valores conocidos de x%, hasta x©,.

7. Repetir el procedimiento de los pasos 4 a 6 para todos los x*); restantes hasta i=n. Con eso se
obtiene la primera iteracion de soluciones del vector de x.

8. Ahora se verifica la convergencia, es decir, se verifica que:
‘xi(l) —i(o)‘ <Tolerancia Vi=1,...,n
9. Si no se cumple, se debe hacer otra iteracion hasta que TODAS las variables converjan, es

. 1 .
decir, con los nuevos valores Xi( ) Vi=1...,n se regresa al paso 4.
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La Forma General del método de Gauss—Seidel es:

Célculo del nuevo valor de la variable:

i1 n i=1....n
Xi(k):i' by - ,Zaij-XE") + X aij'ng_l) Donde .
ii j=1 j=i+l k : Iteracion

Valoresrecién  Valoresviejosdex;
calculadosdex;

Criterio de error: ‘Xi(k) - Xi(k_l)‘ <Tolerancia Vi=1,...,n

Ejemplo 1: Reaccion de Isomerizacion

Se tiene una reaccion de isomerizacion de un compuesto A

i
kl B
2
A dentro de un reactor tipo Tanque Agitado Continuo en estado & %
6
C;

L . : i
estacionario. Las ecuaciones de balance de masa que rigen al proceso = D
3

son las siguientes:
Fao—Vo-Ca=V:[(kj+k;)-Ca—k,-Cg—ky-Ce |
~Vp-Cg =V [ (K, +Ks)-Cg —k; -Cp — kg -C¢ |
~Vy-Cc =V [ (ks +Kg+k; )-Cc —kg-Cp—k5-Cg —kg-Cp |
—Vy-Cp =V [k -Cp —k; - Cc ]
V=20 vy=8 Fpy=15 C,y=1875
Donde: k; =0,1 k,=0,01 k;=0,25 k,=0,02
ks =0,03 kg =0,01 k;=0,0015 kg=0,001
Determine las concentraciones de salida del reactor (Cp, Cg, Cc, Cp)
Solucion:
Primero se debe reescribir el sistema en forma matricial, verificando que sea

diagonalmente dominante.

[Vo+V (K +k3)] -V -k, -V -k, 0 Ca) (Fa
-V -k, [Vo +V (Ky +ks)] -V kg 0 Cg| | O
VK, V ke [Vo+V (kg +ks+ky)]  —Vokg [[Cc| | O

0 0 -V -k [Vo+V -kg]) \Co/ L O
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Ahora despejamos de las ecuaciones:

1
Ca _[Vo +V(k1+k3)]'[FAO_(_V'kZ'CB ~V -k -Ce +0-Cp) ]

1
Cg _[Vo +V(k2+k5)].[0—(—v.k1.CA—V.kS.CC +0-CD)]

1
CC _I:VO +V(k4+k6+k7):|'[o_(_v'k3'CA_V'k5'CB —V-kB.CD)]
1

Co =m.[0—(O~CA+O.CB _V'k7'Cc)]

Ahora necesitamos valores iniciales para todos los compuestos, suponemos por simplicidad que

solo hay Ay que su concentracion es igual a la de entrada.
0) _ (0) _ (0) _ 0) _
Cy,'=C,, Ci'=0 C.”=0 C,’=0

Donde el superindice (0) indica Valores en la iteracion 0, o valores iniciales.

Ahora iniciamos el calculo de las nuevas concentraciones:

o _ e (1k1 ] [Fuo-(-V k- CP =V k,-C¥ +0-CP) ] =1,00000=C
cY = R (1I<2 o] Jo-(-V -k CO -V -k, -CO +0-C)]=0,22727 = C¥
co - R (k41+ ) {0-(-V -k -CP -V -k, -CP -V -k, -CP)]=0,50518=C
co =M+—\1/_k8]-[0—(o-c§3> +0-CY =V -k, -CY") | =0,00223=

Los colores se usan para indicar que el resultado de un calculo se utiliza inmediatamente
en el célculo de la siguiente variable. Se itera hasta la convergencia.

Para una Tolerancia de 0,001 el problema converge en 3 iteraciones, los resultados son:

C®=1020 c®=0,273 Cc¥=0,610 C¥ =0,002
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Ecuaciones Implicitas

En ingenieria, muchos problemas dependen del despeje de una variable de una ecuacion
para encontrar su valor. Desafortunadamente, existen ecuaciones muy complicadas, de las cuales
no es posible despejar una variable, sin embargo, esto no quiere decir que el problema no tenga
solucion. Para estos casos se han desarrollado dos familias de métodos, que basicamente van
evaluando de forma inteligente la funcién hasta encontrar el valor apropiado de la variable que la

satisfaga. Solo se vera un método de cada familia.

Método de Dos Puntos Iniciales: Regula—Falsi

Esta familia de métodos requiere del conocimiento de dos puntos [a,b] entre los cuales se
sabe que existe un valor ¢ que es la solucion a la ecuacion f(x)=0. Por lo tanto debe cumplirse
obligatoriamente el Teorema del Valor Medio, es decir, se debe cumplir que:

signo f (a)=signo f(b) 6 f(a)-f(b)<0

La funcién f(x) debe cambiar de signo en el intervalo [a,b]. Esto asegura la existencia
de por lo menos un valor ¢ que satisfaga f (x)=0.

El método de Regula—Falsi, también conocido como Interpolacion Lineal, va buscando de

forma inteligente valores de c dentro del intervalo [a,b] y cada vez lo va cerrando méas hasta

encontrar la solucion. Veamos el procedimiento.

Procedimiento Método de Regula—Falsi:
1. Definir el intervalo [a,b] de acuerdo a la fisica del problema.
2. Evaluar f(a), f(b). Verificar que f(a)-f(b)<0 al iniciar el método.

b-a

f(b)-f(a)

4. Verificar si se cumple que |f (c)|£ToIerancia. El objetivo es buscar el ¢ tal que f(c)=0.

3. Calcular c=a-f(a): y evaluar f (c)

Si se cumple, Ya se tiene la solucién.
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Si NO se cumple, se procede a reducir el intervalo de busqueda como sigue:

SI f(a) -f(c)<0 ENTONCES
Sustituirelvalordebporeldecj

Asignar:b «c¢ .
a queda igual

SI NO
Sustituir el valor deaporelde c]

Asignar:a < ¢ i
b queda igual

Con estos nuevos valores de a 'y b se regresa al paso 2 y se itera hasta la convergencia.

Ejemplo 2: Flotacion de una Esfera
Una esfera de caucho (p,=0,6;d=0,5) se encuentra

flotando sobre agua (p,,, =1). Debido a las diferencias de

densidades, parte de la esfera esta sumergida una altura h. las expresiones de la masa de la esfera

y del volumen sumergido son las siguientes:

4 (dY 7 d
m =2 (4. Vo =2 3 2 |- h2 —p?
R 3 T (2] Pe sumerg 3 |: (2) :|

Determine el valor de h.

Solucién:
Lo primero que debemos hacer es el balance de fuerzas sobre la esfera, tomando en cuenta

las fuerzas de flotacion:
Vsumerg “Prwo9—M, -0 =0

Sustituyendo las definiciones, la ecuacion final a resolver es:

f (h):%-{s-@j-hz—hﬂ-pmo —m,

Ahora, se deben definir los valores entre los cuales se encuentra la solucién, debemos

estudiar la fisica del problema.
La esfera puede estar desde completamente fuera del agua (h=0) hasta completamente

sumergida (h=d), por lo tanto, éstos son los limites fisicos del problema.
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No obstante, es necesario verificar que exista un cambio de signo entre estos valores para
cumplir con el Teorema del valor Medio y poder aplicar el método de dos puntos iniciales.

Primero evaluamos los terminos constantes:

m, =0,03927

Evaluando la funcion objetivo en los extremos:
f(h=0)=-m, =-0,03927 f(h=d)=0,02618

Tenemos que si se cumple el cambio de signo, por lo tanto podemos proceder con el
método de Regula—Falsi. Definimos inicialmente:

Primera Iteracion
a=0 f(a)=-0,03927 b=d=0,5 f(b)=0,026618
b-a
c=a-f(a)————F==c=0,3 f(c)=0,003142
TS ©
como f(a)- f(c) <OENTONCES b"*° =c=0,3
Segunda lteracion
a=0 f(a)=-0,03927 b=0,3 f(b)=0,003142
b-a
c=a-f(a))————=¢=0,2778 f(c)=-0,001113
TS ©
como f(a)- f(c)>0ENTONCES a"™®° =¢=0,2778
Tercera lteracion
a=0,2778 f(a)=-0,001113 b=0,3 f(b)=0,003142
b-a
c=a-f(a))——=¢=0,28359 f(c)=0,000011
TS ©

Ya se cumple con | f (c)| < Tolerancia = 0,001
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Método de Un Punto Inicial: Newton—Raphson

Este método pertenece a la segunda familia de métodos. Este grupo solo requiere del
conocimiento de un punto inicial, por lo tanto, no estan obligados a cumplir con el Teorema del
Valor Medio. No obstante, este metodo necesita del célculo de la derivada de la funcion en
estudio en cada iteracion.

Debe tenerse especial cuidado al determinar la derivada en forma analitica, ya que si se
comete un error, todos los resultados estaran equivocados. También se puede evaluar la derivada
de una funcidn cualquiera de forma numérica si la expresion analitica es muy dificil de obtener,
esto se vera méas adelante.

El método de Newton—Raphson se basa en extender la recta tangente a un punto sobre la
funcion (cuya pendiente es la derivada evaluada en ese punto) para calcular un nuevo valor

estimado de la solucion al problema f(x)=0.

Procedimiento del método de Newton—Raphson:

1. Definir un valor inicial de x, llamado x(o).

2. Calcular el siguiente estimado de la solucion como: - f ’(x(o))

3. Verificar que ‘x(l) - x(o)‘ < Tolerancia ,
Si no se cumple, volver a 2 con el nuevo valor de x) como nuevo valor inicial.

(k1) _ (0 f[x)

La Forma General de este método es: X BESTAITERY k : Iteracion

o k+1 k ;
Criterio de error: ‘X( ) X( )‘ < Tolerancia

Puede verse que es un procedimiento mucho mas sencillo de aplicar, la Gnica desventaja

es que requiere del calculo de la derivada en cada iteracion.

10
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Ejemplo 3: Factor de Compresibilidad de un Gas

La Ecuacion de Estado de Van der Waals permite predecir el volumen especifico de un

fluido conocidos su presion y temperatura.

_27 RT.2 b R-T.
. 64 P 8P,
P =_;—_i'2 con V:Volumen especifico (m*/kmol)
V-b v

R =8,314 kJ/kmol - K

La Ecuacion de Estado puede reescribirse en forma polindmica como sigue:

v3—(b+%)v2+3-V—a—b=0

El Factor de Compresibilidad de un fluido es: Z = R.T

Determine el Factor de Compresibilidad para el Metano gaseoso

(P, =4599kPa; T, =190,6K) para P =2000kPa;T =300K .

Solucion:

Nuestra funcién a resolver es el polinomio cubico, para ello debemos determinar la
expresion de su derivada para poder aplicar el método de Newton—-Raphson. Adicionalmente
debemos seleccionar un estimado apropiado del valor inicial del volumen, esto ya que se sabe
que la cubica tiene tres raices posibles, nos interesa la raiz que represente al volumen del gas y no

la del liquido.
Nuestra funcion: f (V) =a, V34 a, V2 + a, -V+a,

R-T a a-b
P J %

Donde: =1 a,=—|b+—— == -2

=1 8 [ p =P
Estos coeficientes son constantes, ya que solo dependende Py T.
La derivada: f'(v):3-a3-\72+2-a2-\7+a1

Evaluando los coeficientes:
a=230,3489 b=0,0431 a;=1 a,=-1,29017 a =0,11517 a,=-0,00496

11
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Como se pide determinar el volumen de gas, el estimado inicial mas logico para este

problema es la aproximacion de Gas Ideal:

Vg, :E:VG, =1,2471m*kmol
P

Ya tenemos la informacion completa para iniciar el método.

Primera Iteracién: v(© =, =1,2471m%/kmol

(0)
f(V(O))=O,O7169 f’(v(o))=1,5630 = v® -y _ f(v )=1,20123

Segunda Iteracion: v =1,20123

f(v®)=0,00506 f'(v?¥)=1,3445 = v v\ /

Tercera lteracion: v® =1,19747

f(v(2>)=3,2713-1o*5 f’(v(z))=1,3271 = v® -y _

Finalmente: v® =119745 f (v(3> ) =1,3989-107°
N ‘v@ —v(z)‘ 2 465-10°° < Tolerancia = 0,001

Notese aqui que la Gltima evaluacion de f da un valor muy pequefio, que es justo lo que se
esta buscando.
Ahora evaluamos Z:
P.
R.-

<l

Z= =0,960185

—

12
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Derivacion

Conocer la derivada de una funcion en un punto dado es muy importante para la
resolucion de muchos problemas, ya que aporta informacion crucial sobre el comportamiento de
la funcién. Adicionalmente, el célculo de la derivada es requerido por otros métodos numéricos,
como el de Newton—Raphson.

Muchas veces, no es posible determinar la expresion analitica de una funcion por dos
razones principalmente, la primera es que la funcién sea extremadamente complicada
(requiriendo de la lectura de gréficos para obtener ciertos parametros o cosas por el estilo), y la
segunda es que no se tenga una expresion matematica de la funcion, sino una tabla de datos que
la represente, como por ejemplo, el resultado de una medicion experimental en funcion del

tiempo. En estos casos es donde la estimacion numerica de la derivada toma importancia.

Método de las Diferencias Finitas
Este método se basa en la definicion formal de la derivada:

f(x+h)—f(x)

f'(x)= rI]lLrgJ . Derivada hacia adelante
. f(x)=-f(x=h

f'(x)= rl}l_ng) () . ( Derivada hacia atras
. f(x+h)-f(x-h

f'(x)= lim ( )2-h (x=h) Derivada centrada

La idea ahora es que para evaluar la derivada en un punto cualquiera Xo, se sustituye el

limite por la expresion de diferencias:

f(x,+h)—f
f'(Xo): ( ° 2 (XO) Derivada hacia adelante

f(%)—f(x—h)

f '(Xo) = h Derivada hacia atras
f(x,+h)-f —h
(%)= s )Z-h o) Derivada centrada

Mientras mas pequefio sea el valor del paso h, mayor precision tendra la derivada. Las tres
formulas presentadas son las mas comunmente utilizadas para el calculo de la primera derivada

13
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de una funcion cualquiera. El célculo se reduce a evaluar la funcion en dos puntos diferentes y

luego restar y dividir.

Para la segunda derivada, las definiciones mas comunes son:

£ (30) = f(xo+2-h)=2-f(xo+h)+f(x)

Derivada hacia adelante

h2
f(Xg)=2-F(xg—h)+T(xy—2-h
(%)= (%) ( th )+ % ) Derivada hacia atras
f +h)=2-f(xq)+ f —h
f"(%)= (X +h) hg o) (% 1) Derivada centrada

Tanto para la primera como la segunda derivada, las expresiones correspondientes a las
férmulas centradas son las que ofrecen mayor precision para un mismo valor de h ya que toman
en cuenta tres puntos de la funcion.

Los valores de la funcion f puede provenir de dos fuentes, bien sea de la evaluacion de
una expresion matematica para f o de una tabla del tipo x-y, donde y = f(x). La Unica restriccion

es que la tabla debe estar equiespaciada en x. El valor del salto en x es igual al valor del paso h.

Ejemplo 4: Calor de Vaporizacion con Ecuacion de Clapeyron

Se tiene la siguiente tabla de datos de saturacion para el agua:

T (°C) 20 40 60 80 100 120
Psat (kPa) | 2,3385 7,3837 19,941 47,39 101,325 | 198,53
vi (m*/kg) | 0,001002 | 0,001008 | 0,001017 | 0,001029 | 0,001044 | 0,00106
vg (mkg) | 57,79 19,523 7,671 3,407 16729 | 0,8919

conT en K

Determine el calor de vaporizacion hey para todos (dpj _ hfg
SAT

los puntos de la tabla mediante la ecuacion de Clapeyron. ar T 'Vfg

Solucién:

Lo primero que hay que hacer es convertir las Temperaturas a Kelvin y luego, calcular los

valores de vig para cada punto.

14
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T (°C) 20 40 60 80 100 120
T (K) 293 313 333 353 373 393
Pe (KPa) | 2,3385 | 7,3837 | 19,941 | 47,39 | 101,325 | 19853
vi (m*kg) | 0,001002 | 0,001008 | 0,001017 | 0,001029 | 0,001044 | 0,00106
ve(m¥kg) | 57,79 | 19523 | 7,671 | 3,407 | 1,6729 | 0,8919
vig (m¥kg) | 57,7890 | 19,5220 | 7,6700 | 13,4060 | 1,6719| 0,8908

Ahora se deben calcular las derivadas de la presion en cada punto. Se utilizara el esquema
hacia delante para el primer punto, hacia atras para el ultimo y el centrado para los intermedios,
esto porque el esquema centrado al involucrar mas puntos, produce menos errores. Para los
extremos no hay alternativa, habria que utilizar otras expresiones mas complejas de derivada, las
cuales existen pero no se incluyeron aqui por simplicidad.

Puede verse que la tabla es equiespaciada en Temperatura, con h = 20 K, con esto ya

podemos calcular todas las derivadas.

P... (313K )-P., (293K
T =293K Esquema: Adelente dg’;ﬁt = st )h st ):0,25226
P... (353K)—- P, (313K
T =333K Esquema:Centrado Pea _ st )Zhsat( )=1,0001575
P... (393K ) - P, (373K
T =393K Esquema:Atras ddpfl_at = st )h . )=4,86025
Finalmente, para todos los puntos:
T(K) | P (kPa) | Esquema  dPg/dT | vig (Mm/kg) | hig (kI/kg)
293 2,3385 Adelante  0,25226 | 57,788998 | 4271,31082
313 7,3837 Centrado  0,4400625 | 19,521992 | 2688,95064
333 19,941 Centrado  1,0001575 | 7,669983 | 2554,50661
353 47,39 Centrado 2,0346 3,405971 | 2446,21537
373 101,325 | Centrado 3,7785 1,671856 | 2356,28125
393 198,53 Atras 4,86025 0,89084 | 1701,57411

La dltima columna contiene los valores finales calculados. Debe aclararse que los

resultados dependen directamente del esquema seleccionado para la derivada.




@) UNIVERSIDAD SIMON BOLIVAR IX CONEIQ USB

Integracion

El concepto de integracion es tan atil como el de derivacion, con el se puede obtener
informacion tal como el area bajo la curva de una funcion o calcular el volumen de un cuerpo. El
concepto de integracion se fundamenta en realizar una suma de pedazos de espesor infinitesimal.
La analogia mas practica es una resma de papel, una sola hoja tiene un espesor practicamente
despreciable, pero si se apilan quinientas, se tiene una altura (y un peso) observable y medible.

Numéricamente, esta suma de infinitos pedazos puede sustituirse por una suma de un
numero especifico de pedazos de espesor pequefio pero definido, mientras los pedazos sean méas

pequefios y se usen mas pedazos, el valor de la integral serd mas preciso.

Método de Simpson 1/3

Este método transforma la integral de una funcion en una sumatoria ponderada de los
resultados de evaluar distintos puntos a lo largo del intervalo de integracién. La formula es la
siguiente:

J.f(x)dx:%-[l- f(x)+4 F(x)+2:F(xp)+4f(xg)+--+4-F(xy_g)+1 F(xn)]

h-0-2

N : Numero de divisiones del intervalo (debe ser Par)
Donde: N

j-h con j=0,...,N
Notese que cada evaluacion de la funcion f estd acompafiada por un factor particular, 1, 2

0 4, que se van alternando en un patron, para lograr que este patron encaje, el nimero de

intervalos N debe ser par, es decir, debe haber N+1 puntos de evaluacion.

Ejemplo 5: Compresion de un Refrigerante

El refrigerante R134a es comprimido isotérmicamente (383 K) desde 0,6219 m*/kg hasta
0,02856 m*/kg. Utilizando la Ecuacién de Estado de RK determine el trabajo consumido en la
compresion. Los datos del R134a son:

T.=374,1K P, =4060kPa R =0,08149kJ/kg-K
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2 125
a=0,4278 7 T¢
E i6n de RK: P RT a con ¢
cuaciéon de RK: P = -
V=b v (v+b)-T b—0,08664. 2 Te

C
Solucién:

v
El trabajo se define por la integral: W, = vfz Pdv
Ahora se deben evaluar los parametros const;ntes de la ecuacion de RK y sustituir en la
integral, posteriormente se debe dividir el intervalo total de integracion en un nimero par de sub
intervalos, que son los necesarios para aplicar el método de Simpson 1/3. Con eso se tiene ya

todo listo para hacer la operacién numérica.
a=1,8939 b=6,5052-10"* /T =19,57039

Tomamos N = 10 para el intervalo de integracion, que va desde v; = 0,6219 m*/kg hasta

v, = 0,02856 m*/kg, calculamos el paso h de integracion:

h= % =-0,0593 Notese que debe dar negativo, la sustancia se comprime.

Para N = 10, la integral por Simpson 1/3 queda asi:

V2 = %10 oy P(X)+4-P(X)+2-P(Xy)+4-P(Xg)+2:P(x,)+4-P (X5 )+
"%, 3 | 42-P(Xg)+4-P (X7 )+2-P(xg)+4-P(xg)+ P ()

con Xj=x0+j‘h j=0,...,N=10
Debemos evaluar la presion en esos once (11) puntos y después hacer la suma para

obtener el valor final de la integral.

j v P(v) RK | factor Simpson 1/3 | factor*P(v)
0 0,62190 | 49,9860 1 49,9860
1 0,56257 | 55,2351 4 220,9404
2 0,50323 | 61,7159 2 123,4318
3 0,44390 | 69,9197 4 279,6786
4 0,38456 | 80,6387 2 161,2774
5 0,32523 | 95,2393 4 380,9571
6 0,26590 | 116,2957 2 232,5914
7 0,20656 | 149,3046 4 597,2184
8 0,14723 | 208,4738 2 416,9476
9 0,08789 | 345,2894 4 1381,1576
10 0,02856 | 1002,2268 1 1002,2268
Sumatoria | 4846,4131

Finalmente se evalua la integral: W, =2-Sumatoria =-095,8524 kJ
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Las ecuaciones diferenciales son ecuaciones que no solo relacionan unas variables con
otras, sino que también toman en cuenta sus derivadas. En ingenieria son ampliamente utilizadas
para describir una gran variedad de fendmenos fisicos. En el caso particular de Ingenieria
Quimica se utilizan en las areas de termodinamica, transferencia de momento, calor y masa y
reactores quimicos principalmente.

El tipo mas sencillo de ecuacién diferencial es aquella que siendo una sola ecuacion (no
un sistema) relaciona una variable dependiente con una independiente a través de la derivada
primera, a este tipo de ecuacion se le conoce como Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO).
La forma general mas simple de una Ecuacion Diferencial Ordinaria es la siguiente:

%+ A(x)-y+B(x)=0

Donde A(x) y B(x) son funciones de la variable independiente x.

Ademas de la ecuacion, para poder resolverla es necesario el conocimiento de un valor de
y en un punto dado de x, es decir, se necesita de un valor inicial. Entonces, de forma general, el
Problema de Valor Inicial (PV1) se define como:

d
d—i:f(x,y) con  y(%)="Yo

Donde Xo, Yo son valores numericos y la funcion f(x,y) es la expresion resultante de
despejar la derivada. La funcion f(xy) puede ser desde muy simple hasta realmente compleja,

se recomienda siempre escribirla con el mayor cuidado posible y asi evitar errores de

transcripcion o cosas similares.

Al resolver numéricamente un PVI NO se obtiene una expresion analitica de la forma

y=f(x), lo que se obtiene es una Tabla de Valores x-y que representan a esa funcion. Mientras

mMas puntos se generen y mientras mas cerca estén entre si, los resultados seran mas precisos.
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Método de RK4 para Una Ecuacion

Uno de los métodos mas ampliamente utilizados para resolver una EDO es el de Runge-
Kutta de 4° orden (RK4), el cual hace 4 evaluaciones de la derivada f(x y). Para hallar cada
nuevo valor de y. La idea es ir corrigiendo la extrapolacion que se hace a partir de un punto
conocido para calcular el siguiente.

Este es un método directo, es decir, cada valor nuevo de y es calculado en una sola
operacion, no se itera sobre éste.

Procedimiento del método de RK4

d
1. Obtener la informacion del problema: d—i= f(x,y) con y(xo)=Yyo Yy X =a.

2. Establecer un intervalo de integracion [a,b] de acuerdo a la naturaleza del problema.
3. Seleccionar el namero de divisiones del intervalo de integracion y calcular el paso de

integracion h como sigue: h = b&_a.

NOTA: También se puede asignar directamente un valor de h si no se puede definir un

intervalo [a,b] debido a la naturaleza del problema.

4. Calcular las siguientes constantes en el orden especificado:

oot
o [ os]

ky=h-f[(x+h),(Yo+ks)]

5. Con estas constantes determinadas, calcular el valor de y para el siguiente punto, es decir,

para X; Como sigue:
X=X +h ; y= y0+%-(k1+2-k2+2-k3+k4)

6. Ahora, conocidos x;, yi1, Se regresa al paso 4 con estos valores como los iniciales para

continuar a calcular el punto x,, y». Se repite el proceso hasta llegar a x, = b.
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Ejemplo 6: Esfera de Plutonio expuesta al aire

Se tiene una esfera de Plutonio®* expuesta al aire. Dicha esfera genera calor por su
naturaleza. Determine si se derretira la esfera y en cuanto tiempo si inicialmente se encuentra a

350K y su punto de fusién es 641°C. Las propiedades del Plutonio®* son las siguientes:

p=19840kg/m® Cp=130Jkg-K £=0,8 o =5,67-10° W/m?.K* (Stefan-Boltzman)
r=0,05m V =5,23599-10*m*® A, =314159-10°m* q=2000W

Las propiedades del aire a la que esta expuesta la esfera son:
he =30W/m?.K T, =300K

Finalmente, la ecuacién que rige el proceso de transferencia de calor es:

aT 1 4 -4
H_m'[q_g'a'p‘sup(-r _Too)_hC'ASUp'(T_Too):|
Solucién:

dT
Se tiene una EDO tipica de la forma: ot = f (LT) , donde la funcidn f corresponde a

todo el lado derecho de la EDO. Notese aqui que la expresion solo depende de la temperatura T
pero no del tiempo t, todo lo demas es constante en la ecuacion.

Lo siguiente es obtener el punto inicial para poder iniciar el calculo de la Temperatura en
funcion del tiempo. Se dice que inicialmente la esfera se encuentra a 350K, entonces asignamos
arbitrariamente este momento como t = 0.

Finalmente, se tiene completo el Problema de Valor Inicial, podemos iniciar el célculo
con el método de RK4.

C:j_-tr: f(t,T) con t,=0: T, =350K

El objetivo aqui no es obtener el perfil de temperatura en funcion de tiempo, sino
determinar el tiempo necesario para alcanzar la meta de 641°C (914K). Como no conocemos los
valores iniciales y finales del tiempo, no podemos seleccionar un ndmero de intervalos N para
calcular posteriormente el valor del paso h, pero si podemos fijar arbitrariamente un valor para h,
que seria el paso del tiempo. Para este problema y dadas las unidades en las que estan los datos,

se puede fijar h = 10 s. Ahora ya tenemos todo lo necesario para iniciar el calculo.
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Comenzamos a evaluar los k para el punto inicial (to, To):

_h
p-Cp-V

h k
Ky=h-flty+—;Ty+—= |=---
2 (o 5o 2)

h k! k
.._m{qg.g.&up(ﬁﬁﬂ T;;]hC.Asup.([Tﬁzljij]—14,32425

h Kk
ko=h-f|t +_’T +_2 -
3 (0 2 0 2)

k= F (tg,T) = 020 Ay () =T )~ - Ay ((To) ~T..) | -14,38788

h k, \* k
alreono ] s (o e

.
s (0= Agy (T o) =T )~ - Aup ((To +h5) T, ) | ~14,26085

Evaluamos ahora el nuevo punto (x;, Ty):

Ahora se repite el proceso muchas veces hasta verificar que la Temperatura sea mayor que
el punto de fusidn, ahi nos detenemos.

Usando h =10 s, al cabo de 64 evaluaciones se tiene el valor:

tey =ty +64-h=64s ; Tz =91573K

Usando h = 5 s se obtiene una mejor precision del resultado, pero se requiere de efectuar
127 evaluaciones para observar el limite. El valor final es:

t,7 =1, +127-h=635s ; T,; =914,13K

Temperatura del Plutonio

1000
~ %0 — = - —— — — — — _—— =
<
© 800 -
2 700 -
g
Gé-)_ 600 -
£ 500 - _
it 400 ——&—— Temperatura del Plutonio
p — — Pto. Fusion del Plutonio
300 ‘ ‘ : : :

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Tiempo (s)
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Método de RK4 para un Sistema de Ecuaciones

Cuando se tiene un sistema de ecuaciones, con varias variables interdependientes, el
método de RK4 puede igualmente aplicarse, el truco esta en reescribir su formulacion de forma
vectorial para que pueda funcionar con un nimero cualquiera de ecuaciones.

Originalmente se tiene un sistema, el cual va a escribirse como un vector de ecuaciones,

como se ve a continuacion:

dy

—=f,(xy,z,w)

y
3)2( Y (%)= Yo
o f,(x,y,z,w) con z(xy)=2
dw (X ) =Wy
P fo (X, ¥, 2,W)

Ahora se definen los siguientes vectores:

Vector de Variables Dependientes Vector de Funcionesde lasEDO's
y Yo f, (% y,2,w) f,(xY)
Y=lz|; Y9=|1 F(xy.zw)=| f,(xy,zw) |=F(xY)=| f,(xY)
w W, fo (X, Y, 2, W) fu(X.Y)

Ahora se puede reescribir el PVI de forma vectorial y aplicar el mismo procedimiento de

RK4 usando los vectores:

Procedimiento del método de RK4 para sistemas de EDO’s

dy = _
1. Obtener de la informacion del problema:&=F(X,Y) con Y(x)=Yy y X=a.

2. Establecer un intervalo de integracion [a,b] en funcion del problema.

3. Seleccionar el numero de divisiones del intervalo de integracion y calcular el paso de

integracion h como sigue: h :%. La Unica Variable Independiente es X.

NOTA: También se puede asignar directamente un valor de h si no se puede definir un

intervalo [a,b] debido a la naturaleza del problema.
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4. Calcular las siguientes constantes en el orden especificado:

kpy = £y (X0, Yo Zo, W)
ki, =h- £, (X, Yo, 20 W) :>K1=h'|f(X0;Y_o)
klw:h'fw(xo’yO’ZO'WO)
h. kly. Ky, . I(1
kzy:h-fy[x0+5,yo+7,zo+%,wo+7w
1 ki, . k ~ K
ko, =h f{XOJr Yo t+ zy,zo+%,wo+ ;W} :>K2:h-FKXO+ j,(YOjL?lH
k
Ko, =h fw{x0+h,y0+ Y70+ 1Z,W0+k17‘”}
k
h 2 k — h K
ks, =h f{xo+z,yo+ Zy,zo+£,wo+%} :>K3:h'FHXO+Ej'(Y° fﬂ
k
k4y=h.fy[xo+h;y0+k3y;zo+k32;wo+k3w]

Se tiene un juego de valores k por cada Variable Dependiente del sistema.

5. Con estas constantes determinadas, calcular el valor de Y para el siguiente punto, es

decir, para x; como sigue:

6. Ahora, conocidos X, Y;, se regresa al paso 4 con estos valores como los iniciales para

continuar a calcular el punto x,, Y,. Se repite el proceso hasta llegar a x, = b.

Como puede verse, la estructura del método es la misma que para el caso de una sola

ecuacion, solo que es mas trabajoso en funcion del nimero de ecuaciones del sistema.
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Ejemplo 7: Reactor Flujo Piston Ideal Isotérmico

Se tiene un Reactor Flujo Piston Ideal Isotérmico C,, CBO’E) v Ca Ca,
en el cual se efectua la sintesis de un compuesto C a partir Vo Ce, Co

de la siguiente reaccion:

A+2BC—kl>c:‘C‘t_LD
3

Las cinéticas de las tres reacciones involucradas son las siguientes:

Los balances de masa de cada componente llevan al siguiente sistema de EDO’s:

dCar_ n aCg _ 2+

dv Vo dv Vo

dC. 1 dCp, 1

—= =" (-1, 4+ —2 =—(r, -
av v, (1 2 3) av v, (2 3)

Determine el perfil de concentraciones a lo largo de un reactor de 100 It si las condiciones
de operacién son:

ck; =0,75 ck, =0,15 ck;=0,025

Vp=10  Cpp=115 Cgzu=0,9

Solucién:
Ya se tiene toda la informacion sobre el sistema de EDQ’s, ahora falta determinar el valor

del paso de integracion h. En este caso, el equipo tiene un volumen finito (100It) lo que define el

intervalo de integracion [a,b]. Seleccionamos N = 20, necesitamos bastantes intervalos para

obtener una buena precisién ya que son bastantes ecuaciones.

a =0 (entrada del reactor) L ohe b-a V c
b=V =100lt (salida del reactor) N N

Reescribimos las EDO’s sustituyendo todo para mayor comodidad:
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dc ck;-Cp-C3

4qc 2-(ck,-C,-C2
d—szfB(v,cA,cB,cC,cD)z— ( " )

dC 1
dCp 1
0

Ahora necesitamos definir los valores iniciales de las concentraciones de los cuatro
componentes. Para A y B ya estan definidos por ser datos del problema, deben ser conocidos
obligatoriamente ya que son los reactivos que entran en la alimentacion del reactor.

Respecto a los productos C y D, se puede suponer que no entra nada de ellos en la
alimentacion, lo cual es lo mas l6gico puesto que se van a sintetizar dentro del reactor, es decir,

asignamos:

Ya podemos comenzar la evaluacion de los coeficientes K, en total se evaluaran 16

coeficientes k para el total de cuatro ecuaciones en cada paso de integracion. Solo se mostraran
las evaluaciones de los K; y K,

K ¢,g-C2, = -0,3493
Vo
2
kg =h-fg (VOvCAOiCBO’CCO’CDO):_V_
0

kian =h- fa(V6,Ca0:Cp0:Cc0:Cpo) =~

-(cky +Cao-C8o) = -0,6986

1
ke =h-fc (VO’CAOYCBO’CCO’CDO):V_'|:( Ki-Cag ‘Céo)_(Ckz ‘Cco)+(Ck3'CDo)J=0’3493

0

1
kip=h-fp (VOiCA01CBO’CCOvCDO)=V_'|:(Ck2 ‘Cco)_(Cks'CDo)}zo
0

Ahora con estos valores procedemos a evaluar los K.
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2
koa =h- fA(VO;CAO +leA;CBO Jrkl—B§Cc0 Jrkl—C;CDo +leDJ =_ﬁ'[CAO +|(17Aj'(cso +k178j =-0,1109

2 2 Vo
k. k k k
2B B( 0'Ca0 T 5 got+ 5 cot 5 pot 5
Kia kig ?
2-|ck; - CA0+7 . C30+7
- =-0,2218
Vo

k k k k
oo =T [VoiCro + 541y + 981y + 8.1 452

1 k kg ) k k
ve=—lck | Can +2A || C +LBJ —lck, | Con+-X | |+]ck -[C +£J =0,0978
Yo { 1 ( m T, j [ B0 T, 27 ~co ', 37 Mo,

e
N
Il

Se continta evaluando los restantes K y Ky:

kg = -0, 2556 Ky = ~0,0507

Finalmente se evallan las concentraciones para el nuevo punto Vi:

Obviamente, esto es demasiado largo para hacerlo manualmente, es por eso que se
expresa de forma vectorial para poder programarlo en un lenguaje cualquiera de programacion y

asi, obtener una herramienta muy poderosa de calculo.

Después de hacer todas las evaluaciones se construye el grafico para observar la evolucion

de las concentraciones en el equipo. Puede verse como se consumen Ay By se generan Cy D.
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Perfil de Concentraciones en el FPI
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